Sistemas de Control UTN-FRBA/FRH Consideraciones para el andlisis y
Control Automatico diseno de Sistemas de Control

l. Introduccion.

En estas, “consideraciones para el andlisis y diseno de sistemas de control’,
continuos y LTI, se tienen en cuenta algunas de las relaciones matematicas y
conceptuales, que se requieren, a la hora de disenar un sistema de control. Si bien
muchas de ellas se encuentran en la bibliografia, en general estan dispersas vy
muchos autores las consideran incorporadas al lector (que suponen esta en tema);
otras son contribuciones personales, adaptadas a las necesidades de estas paginas.
Un aspecto que no debe dejarse de lado, es la estrecha relacion existente entre el
Margen de Fase (MF o PM) y el coeficiente de amortiguamiento (&£). En estas notas

se le dedica atencion particular a esta cuestion.

También, se le dedica atencidén a la influencia de un tercer polo real (en lazo
cerrado) sobre la respuesta temporal y sobre el MF. Asimismo se presta atencién a
la presencia de ceros en la transferencia a lazo cerrado, que ocasionan
comportamientos inadecuados sobre la salida, debido a cambios tipo escalén en la
referencia. Esta cuestion lleva a la necesidad de corregir las acciones de control
derivativas puras.

Adicionalmente se considera la respuesta frecuencial de un sistema de segundo
orden subamortiguado, por la importancia que tienen el pico , la frecuencia a la cual
se produce, el ancho de banda, y su relacién con el coeficiente de amortiguamiento.
Este aspecto es importante, por ejemplo, al disefiar un sistema de control a lazo
cerrado utilizando las cartas de Nichols o Bode.

Se incluyen abundantes graficos, con el fin que los estudiantes, puedan fijar
adecuadamente los conceptos, y se vea facilitado (por el criterio de ingenieria) el
uso del material para propositos de analisis y diseno.

Il. Relacién entre el Margen de Fase (MF) [o PM en inglés] obtenido mediante
Bode y mediante el lugar de Raices.

Es bastante frecuente utilizar el Margen de Fase (MF), como uno de los pardmetros
importantes, en el analisis y disefio de sistemas de control. Para los sistemas
continuos y LTI (en general simples), es muy comun emplear el Lugar de Raices o
los diagramas de Bode para realizar los disefios. En la tarea de disefio, muchas
veces se presenta la necesidad de conocer el margen de fase en funcion del
coeficiente de amortiguamiento de un sistema, cuando se trabaja en el dominio
temporal (Lugar de raices) o viceversa, cuando se esta trabajando en el dominio
frecuencial (Bode, Nichols, etc.). Asi, cuando se esta disefiando un sistema con el
gréfico de Bode , se tiene una idea cabal del MF, pero el proyectista desearia tener
la misma idea sobre el coeficiente de amortiguamiento (&) , pero no la tiene. De la

misma manera, cuando se esta disefiando un sistema con el Lugar de Raices, se
tiene una idea cabal del coeficiente de amortiguamiento (&), pero no se la tiene

respecto del MG.

Una practica frecuente, es disefar el sistema de control, para que su respuesta a
lazo cerrado se aproxime a un sistema subamortiguado de segundo orden
(0<£<1), ya que de esta manera se tiene una aproximacion al sistema éptimo

(minimo indice de comportamiento ITAE, ISE, Cuadratico, etc.). Esta situacién lleva
a que el sistema a lazo cerrado, tenga dos polos complejos dominando la respuesta
ya sea un sistema de segundo orden (n=2) o de orden mayor a dos (n>2).

Debido a la consideracién de disefio mencionada anteriormente, es muy util para
facilitar los trabajos de disefo, considerar sistemas de orden n=2 con polos
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complejos y sistemas de tercer orden n=3, el cudl tiene dos raices complejas
dominantes y una tercer raiz real.

Il.a. Sistema de segundo orden (n=2)

En la figura 1 se muestra un sistema de control de segundo orden.

Rty £ 4

_T/ S0+ a)

Fig. 1. Sistema de segundo orden.

La transferencia a lazo cerrado del sistema mostrado en la figura 1 estd dada por:

YGs) _

~ M (s) = G(s) _ K
R(s)

T14+G() sP+as+K

(1)

El coeficiente « en la ecuacion (1), es muy frecuente asociarlo con el coeficiente de
amortiguamiento y la frecuencia natural del sistema, de la siguiente manera:
a=2Eo, )

Para fines de analisis y disefio es util considerar sistemas de segundo orden
subamortiguados, que tengan:

e ¢, =Constante.
e @, = Constante

Las limitaciones anteriores, para los dos polos complejos del sistema, se muestran
en el grafico de la figura 2.

a o b
) \ - o ) £, o
&y
H
m ) o
dal = 2 Cte.
2 ] a, = Cte

Fig.2. (a) Polos para {w, = % = Cte.; (b) polos para @, = Cte.
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Mantener los polos de lazo cerrado como muestra la figura 2a, significa que
cualquiera sea la ubicacién sobre la vertical, el sistema tiene el mismo tiempo de
establecimiento (¢, = 4/¢w, , para el 2%).

Mantener los polos de lazo cerrado como muestra la figura 2b, significa que
cualquiera sea la ubicacién sobre la semicircunferencia, el sistema tiene el mismo
ancho de banda (ancho de banda = ),).

Analizaremos para el sistema de 2° orden subamortiguado, la relacion entre el margen de
fase (MF) y el coeficiente de amortiguamiento (&), y el resultado lo representaremos en un
grafico, y al mismo tiempo, se tratara de obtener una relacién matematica de aproximacién
(simple de utilizar), mediante cuadrados minimos. Como @, = a/2 = Cte., se selecciona
un valor determinado y a la vez simple para los célculos. En este caso, se selecciona
w, =af2=1,y se considerara un sistema de segundo orden tipo 1.

En la figura 3 se muestra la variacion del MF, calculado mediante el grafico de Bode y
mediante el Lugar de Raices. En dicha figura se puede observar que para coeficientes de
amortiguamiento comprendidos entre 0.1 y 0.3 las dos curvas dan practicamente el mismo
resultado. Para coeficientes de amortiguamiento entre 0.3 y 0.8 el célculo mediante el Lugar
de Raices da valores ligeramente inferiores al calculado mediante Bode. A partir de
coeficientes de amortiguamiento superiores a 0.8, el calculo mediante Bode da valores de
MF ligeramente inferiores al calculado por medio del Lugar de raices.

Para emplear una correlacion aproximada entre el MF y el coeficiente de amortiguamiento
que sea util para el disefo, se efectuara un célculo de los valores promedio del MF en
funcion de &, entre los dos métodos de calculo, y luego se obtendra una aproximacion

polindmica a la curva, mediante cuadrados minimos.

WF del sistema Gis)=kis(s+2)
80 T T T T T T

70

B0

[y}
[}

b
=

WiF, en grados

30

20

psi

Fig.3. Margen de fase (MF) en funcién de &, calculados mediante Bode y Lugar de
Raices, para un sistema con Sw, = Cte.
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En la figura 4, se muestra la curva de los valores promedios del margen de ganancia
en funcién del coeficiente de amortiguamiento, es decir MF,, ., = f(&), para un

sistema con ¢, = Cte.

Una vez que se dispone de la curva dada por el grafico de la figura 4, se procede a
determinar un polinomio aproximador, mediante el método de los cuadrados
minimos. En este caso se ha considerado razonable, emplear un polinomio
aproximador de segundo grado, de la forma:

P(x)=ay+ax+ a2x2 ,  polinomio aproximador (3)

BI:I T T T T T T T

J(£), [grados]

MF, media

1|:| | | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Coeficiente de amaortiguamiento ol

Fig. 4. MF medio en funcion de &, para un sistema con w, = Cre.

Realizados los calculos de los coeficientes del polinomio aproximador (3), mediante
cuadrados minimos, se ha obtenido:

MF (£) =—0.4981+123.9076& — 44.6306& (4)
<0.1£<0.9

Esta formula es valida para un sistema de sequndo orden subamortiquado.

Toda vez que se desee disefiar un sistema de control, que tenga polos complejos
dominantes, se puede utilizar la férmula (4), para estimar el MG en funcién del
coeficiente de amortiguamiento, cuando se ajusta la ganancia.
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Il.b. Efecto de un tercer polo sobre la respuesta temporal a lazo cerrado, con
relacion a un sistema de 22 orden subamortiguado.

Un caso frecuente, que se encuentra en los problemas de disefo, es la presencia de
un tercer polo a lazo cerrado. La influencia de este tercer polo, depende de su
ubicacion en relacién a los polos complejos, considerados dominantes, de manera
gue una primera consideracion, sera determinar la respuesta temporal de tal sistema
a lazo cerrado, en funcién de la localizaciéon del tercer polo. Para ello considérese el
diagrama de polos indicado en la figura 5.

Ja
Polos considerados dominantes

G- - - —{J%
[
|
|
|
|
B3 |

— _gfan “l
Tercer polo :
|
& - -ja,

Fig. 5. Sistema de tercer orden. Polos a lazo cerrado.

La funcion transferencia del sistema a lazo cerrado, bajo consideracién, es de la
forma:

_ Y (s) _ K
R(s) (s+a)(s*+2lm,s+a))

M(s) (3)

Se consideraran valores de « (coordenada del tercer polo) con las ubicaciones
siguientes: @ =10¢w,, 8w, ,....Ew, Estas ubicaciones, dardn una clara idea de la

influencia del tercer polo, sobre la respuesta temporal del sistema ante un cambio
escaldn en la referencia.

Para obtener un grafico comparativo, con fines de diseno, se elegiran los polos
complejos del sistema a lazo cerrado como: s,, =—1=% j2 y la coordenada del tercer

polo se tomara de la forma mencionada precedentemente.

En la figura 6 se muestra un grafico comparativo de la respuesta para un sistema de
tercer orden, como el indicado en la figura 5, en relaciéon a la coordenada real del
tercer polo ().

Como se observa en la figura 6, la parte real del tercer polo debe ser mayor que 6

veces, la parte real de los polos considerados dominantes, es decir:@ > 6&@, . Esto
significa que para fines de disefno, los errores cometidos, en los parametros que
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caracterizan la respuesta temporal (£, @ ,t M,,t.), estan dentro del rango de

n’>vs?

exactitud del modelo del sistema(exactitud de ingenieria), si se considera:
a>6im, (6)

Respuesta %'s. tiempo para el sistema mostrado en la Fig.5
1.4

&g — @
2% Orden
12k Subarmortiguado

0.5

0.&

salida | it

0.4

0.2

| | 1 | |
a 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 a
Tiempo, seq

.l"
[ b= | | | |

Fig.6. Efecto de un tercer polo sobre la respuesta temporal vs. .

lll. Margen de Fase para un sistema como el indicado en la figura 5.
(Dos polos complejos y uno real, a lazo cerrado.

lll.a. Sistema con tres polos a lazo cerrado.
Dos polos complejos dominantes. (& =75®,).

Para un sistema como el mostrado en la figura 5, se determinara el MF mediante
Bode y Lugar de Raices. El sistema bajo analisis tiene la parte real de la tercer raiz

igual a 7 veces la parte real de las raices complejas (0{=7§a)n). De las curvas

obtenidas se calculara el valor medio y sobre la base de ello se determinara un
polinomio aproximador, que nos permitira disponer de una férmula para uso en los
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problemas de disefo. En la figura 7 se muestra el MF del sistema en consideracion,
calculado mediante la aplicacién de Bode y mediante el Lugar de Raices.

Utilizando las curvas de la figura 7, se determina una curva media de ambos
métodos y con los valores de la misma, se calcula un polinomio aproximador
mediante el método de los cuadrados minimos, a los efectos de disponer de una
relacion matematica para calcular el MG en funcion del coeficiente de
amortiguamiento.

lMargen de Fase sequn Bode v Lugar de Raices

a0 T T T T T
Sisterna con @ =7 4@,

70 -

B0 - -
2
2 a0t .
[ 1]
% Método de Bode
o 40 F Método del Lugar de Raices |
o
E 30+ i
=

20 - -

10 -

0 | | I I I | | I

] 0.1 02 0.3 0.4 04 & 07 0.8 09

Coeficiente de amortiguamienta, psi

Fig. 7. Margen de fase (MF, grados) calculado mediante Bode y Lugar de Raices.

Realizados los calculos de los coeficientes del polinomio aproximador (3), mediante
cuadrados minimos, se ha obtenido:

MF (&) =—1.4039+124.03 £ - 45.5756 &£ (7)
<0.1£<0.9

Esta férmula, es valida para un sistema de tercer orden, con dos raices complejas
dominantes.Toda vez que se desee disefiar un sistema de control, que tenga tres
polos a lazo cerrado, dos de los cueles son complejos y dominantes, se puede
utilizar la férmula (7), para estimar el MG en funcién del coeficiente de
amortiguamiento, cuando se ajusta la ganancia.
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lll.Lb. Sistema con tres polos a lazo cerrado.
Dos polos complejos No-dominantes. ( a = 3§a)n ).

El sistema bajo analisis, tiene la parte real de la tercer raiz, igual a 3 veces la parte
real de las raices complejas (0{=3§a)n). De las curvas obtenidas se calculara el

valor medio y sobre la base de ello se determinara un polinomio aproximador, que
nos permitira disponer de una férmula para uso en los problemas de disefio.

En la figura 8, se muestra el MF del sistema bajo consideracion, calculado mediante
la aplicacion de Bode y mediante el Lugar de Raices.

Utilizando las curvas de la figura 8, se determina una curva media de ambos
métodos y con los valores de la misma, se calcula un polinomio aproximador
mediante el método de los cuadrados minimos, a los efectos de disponer de una
relacion matematica para calcular el MG en funcion del coeficiente de
amortiguamiento.

WF ws. Psi para un sistema con tres polos, con los complejos no-dominantes

B0 | | T | T | T |
70+ -
50 L fétodo de Bode B
w
(=]
= a0 -
=
o
Lz}
Z A0 - : : .
o hiétodo del Lugar de Raices
=]
=
=
= 30 -
=
20 -
10 - -
0 | I I I I | I | I
0 0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Coeficiente de amoriguamienta |, psi

Fig. 8. Margen de fase (MF, grados) calculado mediante Bode y Lugar de Raices.

Realizados los calculos de los coeficientes del polinomio aproximador (3), mediante
cuadrados minimos, se ha obtenido:

MF (&) =1.4369+111.0272 & —35.0701 & (8)

<0.1£<0.9
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Esta férmula, es valida para un sistema de tercer orden, con dos raices complejas
no-dominantes.Toda vez que se desee disenar un sistema de control, que tenga tres
polos a lazo cerrado, dos de los cueles son complejos y no-dominantes, se puede
utilizar la férmula (8), para estimar el MG en funcién del coeficiente de
amortiguamiento, cuando se ajusta la ganancia.

lll.c. Comparacion de las formulas (7) y (8).

En lo que sigue, se compararan los resultados obtenidos, en el calculo del Margen
de Fase (MF) en funcién del coeficiente de amortiguamiento (&), empleando las dos

férmulas (7) y (8), obtenidas anteriormente, mediante el empleo de un polinomio
aproximador, utilizando el método de los cuadrados minimos. Considerando que el
coeficiente de amortiguamiento varia, normalmente, entre 0.1 y 0.9 es
decir,<0.1£ <0.9, se muestra en la figura 10, los resultados obtenidos.

hargen de Fase Vs, Psi, de acuerdo a formulas (77 v (3)
a0 T | T T T T T

: : : 51
; MF(?):T1-4D39+1,24-03§_ 4;.5?565 ; :
- Lttt ettt e e e e e re

BD
50 ' : ' o AU, W A AU

40 : : o R Eh + R R

30

MWargen de Fase, segun formulas (7) y (3)

-

0.1 02 03 04 05 0k a7 0s 0
Coeficiente de amortiguamienta, psi

Fig. 10. Margen de fase en funcién de & segun férmulas (7) y (8).

Los resultados obtenidos mediante la aplicacién de las formulas (7) y (8), que se
muestran en la figura 10, permiten afirmar que el margen de fase difiere como

maximo |MF,;, —MF)|<1.5°. Este error se puede considerar como pequefo en la
mayoria de los problemas de disefo, de manera que el calculo del MG, en funcion
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del coeficiente de amortiguamiento, para un sistema de tercer orden, con dos polos
complejos y uno real, se puede realizar indistintamente mediante la formula (7) u (8)

IV. Sistema con cuatro polos y un cero (de la planta) a lazo cerrado.

Se considerara el caso frecuente, de un sistema a lazo cerrado que tiene cuatro
polos y un cero (debido a la planta), ubicados como se muestra en la figura 11.

Ja
O -1/%;
:
|
y g a fa, a
|
[T -

Fig.11. Sistema de cuarto orden con un cero, a lazo cerrado.

De acuerdo a la figura 11, la funcién transferencia del sistema a lazo cerrado es:

_ Y(s) _ K(s+a)
R(s) (s+p)(s+pP)(s*+2lw,s+ )

M (s) €))

Se analizarg el caso frecuente, para el cual, y>7¢w,, 0< f<4¢w,, con el cero
préximo al polo ubicado en — /. El grado de proximidad del polo real a lazo cerrado,

con respecto al cero de la planta, se medira (en forma porcentual), en términos de la
coordenada del cero real ubicado en —«.

IV.a. Respuesta temporal en funcién de la ubicacion del cero.

En primer lugar analizaremos la respuesta temporal del sistema para diferentes
ubicaciones del polo real a lazo cerrado con relacion al cero de la planta. En la figura
12, se muestra la respuesta del sistema a lazo cerrado, en funcién de la ubicacion
del polo localizado en s =—/3, como un porcentaje de la posicion del cero real de la
planta ubicado en s =—« .

En la figura 12, se muestran las respuestas correspondientes a:

|. Sistema de segundo orden puro:
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K/(s2 +28m, 5+ @) .

Il. Sistema de tercer orden , con polos complejos dominantes:
K/(s +7)(s* + 28w, s + a),f)

IIl. Sistema de cuarto orden con un cero:
K(s+a)/(s+B)(s+p)(s* +2w,s + @)

En este caso, se han considerado diferentes ubicaciones del cero, respecto al polo
real mas proximo al origen. Estas variaciones se logran ajustando la ganancia del
lazo. Los casos que se muestran en el grafico de la figura 12 son:

e a=6.7%p

e a=133%p
o« a=20%p
. a=26.7%p
e a=333%p
Respuesta del sisterna de 4° orden en funcion de la ubicacion del cero
1.4 . : .
T T T T Mcsjl:@: )
Rs) (54 905+ s+ 2,5 + m:)
1.2+ -
1+ —
= 0.8~ -
% (N y:e
% 06 M R T G 28 o) 1

0.4

0z

tiempo, seq

Fig.12. Respuesta del sistema de cuarto orden, en funcidn de la ubicacion del cero
con relacion al polo real mas préximo al origen.

En la figura 12 se muestra en forma comparativa las diferentes respuestas. Las
conclusiones mas importantes son:
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a) La respuesta correspondiente al sistema de segundo orden puro, es la mas
conveniente a lazo cerrado.

b) La respuesta de un sistema de tercer orden con polos complejos dominantes
es mas lenta que la (a) y tiene casi el mismo sobreerror que (a).

c) Cuando aparece el polo real a lazo cerrado cerca del cero de la planta, la
respuesta del sistema presenta un sobreerror mayor, y ademas se hace mas
lento con respecto al caso (a). Estos parametros empeoran con relacién al
caso (a), a medida que el polo real se aleja del cero de la planta.

Conclusion:

En los problemas de disefio de un sistema de control, si el mismo tiene una
transferencia similar a la indicada por la expresion (9), se tomaran las precauciones
para ajustar la sintonia, de tal manera que la ubicacion del polo real con respecto al
cero de la planta, no esté mas alla del 15% 6 20%, como un razonable criterio de
diserio. No debe perderse de vista que, a medida que aumenta la ganancia del lazo,
la estabilidad relativa disminuye (disminuye&), representando una situacion de

compromiso entre la ganancia y la ubicacién del polo real de lazo cerrado, respecto
al cero de la planta.

IV.b. Consideraciones respecto al Margen de Fase.

Trataremos de determinar que relacion existe entre el Margen de Fase (MG), de un
sistema determinado por una funcion transferencia como la (9) , y el coeficiente de
amortiguamiento de los polos complejos, supuestamente dominantes. A su vez
trataremos de relacionar el MG con la ubicacién del polo real con relacién al cero de
la planta. No debe perderse de vista que, esta proximidad depende de la ganancia
del lazo. A medida que aumenta la ganancia, el polo real se aproxima al cero de la
planta.

Realizaremos los calculos, para una funcion transferencia de la planta, de cuarto
orden tipo uno, y con un cero, como la indicada por la relacién 10.

G(s) = K(s+o) (10)
s(s+0)(s+0,)(s+03)

El sistema de control con una funcién transferencia a lazo abierto como la indicada
por la relacion (10) , para un conjunto de valores de la ganancia, genera una funcion
transferencia a lazo cerrado como la indicada por la (9) y el grafico de polos y ceros
a lazo cerrado mostrado en la figura 11.

Para la funcién transferencia a lazo abierto como la (10), y variando la ganancia, se
obtiene el margen de fase en funcion del coeficiente de amortiguamiento.
Realizando una aproximacion polindmica, mediante el método de los cuadrados
minimos, se obtiene.

MF =16.3485 + 68.1828 & —5.7668 &2 (11)
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0.05<&<0.94

En la figura 13, se muestra un grafico del MG en funcion del coeficiente de

amortiguamiento de los polos complejos, de acuerdo a la relacién (11).

Margen de tase s, psi
&0 I I I I I

70

FF, [grados]
(B} o
(]} ]

i
=

3a

I I
0.5 0B 0.7 0.5 08

Coeficiente de amortiguamiento, psi

20 '
0.1 0.2 0.3 0.4

Fig. 13. MG en funcién de &, para el sistema de cuarto orden con un cero en la planta.

Con los calculos realizados, el polinomio aproximador para el porcentaje de
aproximacion en funcién de & es:

B=% a=2.904—1.7667 £ +37.77 (12)

0.05<£<0.94

La relacion entre el porcentaje de aproximacion del polo real de M(s), al cero de la
planta, como una funcién del coeficiente de amortiguamiento, se puede determinar
de los valores obtenidos precedentemente, utilizando un polinomio aproximador |,

mediante el método de los cuadrados minimos.
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En la figura 14 se muestra la variacion del porcentaje de aproximacion del polo real a
lazo cerrado con el cero de la planta, en funcion del coeficiente de amortiguamiento,
de acuerdo a la relacién (12).

Porcentaje de proximidad del polo a lazo cerrado con el cero de |a planta
35 T T T T T T

Forcentaje de proximidad del polo a lazo cerrado Vs, el cero de la planta, [%]

1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
Coeficiente de amortiguamiento, psi

Fig.14. Porcentaje de proximidad del polo real a lazo cerrado y el cero de la planta.

Conclusioén:

Cuando se tiene un sistema con cuatro polos a lazo cerrado y un cero proveniente
de la planta, como se muestra en la figura 11; para tener una respuesta con un
coeficiente de amortiguamiento adecuado, compatible con un margen de fase
razonable, el porcentaje de proximidad del polo real a lazo cerrado con respecto al
cero de la planta, no deberia superar el 10% 6 20%. Siempre es conveniente tener
presente estas consideraciones, al ajustar la ganancia, en los problemas de disefio.
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V. Comportamiento en frecuencia de un sistema de segundo orden
Subamortiguado.

Considérese la planta indicada en la figura 15 (a) y (b).

(a)

Py E o ¥
—T s(s +2&ay,)

(b)
R w; y

st 28@,5+ mfz

Fig.15. Diagrama en bloques para un sistema de segundo orden subamortiguado.
(a) Planta realimentada; (b) diagrama reducido.

La respuesta en estado estacionario de la salida, frente a una entrada senoidal de
amplitud constante y frecuencia variable, tal como: r(t) = Asen(ax), con: 0< @< oo

esta dada por:

Y. (t) = A|M (jw)|sen[ax + £M (jw)] (13)

De acuerdo con la expresion de la salida en régimen estacionario, relacion (13), se
puede ver que la salida del sistema es, senoidal y de la misma frecuencia que la
entrada, pero con una amplitud que es funcion de la frecuencia, y con una fase de la
salida respecto de la entrada que también depende de la frecuencia de la sefal de
entrada.

En lo que sigue, se considera que la amplitud A=1, o bien se utiliza M(jw)/A.

(Transferencia por unidad de entrada), aunque no se indique expresamente en los
calculos y gréaficos.

La funcion transferencia frecuencial del sistema mostrado en la figura 15(b) esta
dada por:

W’ >

M(jw) = - = - (14)
(jo)* +2lw,(jo)+&° @ —o" + j2(0,

Esta funcién frecuencial, tiene un médulo y una fase, a saber:
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@,

[(a),f - w2)2 +(2éw, a))z}

2w, @ J

M (jo)|=M (@)=

%

ZM(‘]G)) = ¢((0) =—a tan(m

Para los sistemas de segundo orden subamortiguados, el coeficiente de
amortiguamiento puede variar entre: 0<¢& <1 . De esta manera el médulo y fase de

la funcion transferencia a lazo cerrado , expresion (15), dependen del coeficiente de
amortiguamiento y de la frecuencia de la sefal de entrada.

Para obtener conclusiones utiles para el analisis y disefno de sistemas, es necesario
estudiar mas detenidamente el modelo del sistema dado por las expresiones (15).

En primer lugar se estudiard si la funcién M (jw)| = M (w) tiene maximos y minimos
relativos, y de ser asi, establecer de qué variables o pardmetros depende. Para ello
se aplica el método conocido de la derivada de \M(ja))\ =M (w) , con respecto a .

Procediendo de esta manera, se obtiene:

M (@) _ ~o,{2(@] - 0 )(20) + 2(2¢w, )’ 0]

[(a),f - a)z)2 +(2¢w, a))z}% {(w,f - 602) +(28w, (0)2}

(16)

ow )

Igualando a cero el numerador de la (16), se obtiene la ecuacién:
ol40’ - 4w, +8(¢w,)’} =0 (17)
Resolviendo la ecuacién de tercer grado (17) , se obtienen las raices:

@ =0

w, = W,\1-2E2 (18)
w; =-0, V1_2§2

Considerando solo las frecuencias positivas, las soluciones son @ y @,. Como
estas frecuencias no anulan el denominador de la (16) , la funcién \M(ja))\ =M(w),

presenta maximos relativos a estas frecuencias. De las soluciones (18), se puede
ver que la frecuencia @, , a la cual se presenta un maximo, depende del coeficiente
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de amortiguamiento. En la figura 16, se muestra la variacion de la frecuencia ,, en
funcion de &.

Frecuencia relativa del maximo vs. psi

O e

= Tt SRR

1 EnT FECTERREE AR

e I A U |

I O

W

.-

04 f---mnee

1 T S B L

)] L S
i i

0.1
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Coeficiente de amortiguamiento, psi

Fig. 16. Maximo relativo de @/, = f (&), formula (18).

Como se puede ver en la figura 16, a medida que aumenta el coeficiente de
amortiguamiento, la frecuencia del maximo de |M(jw)|=M (@), disminuye. Es

importante observar que, si el coeficiente de amortiguamiento alcanza o supera el

valor 5:\/5:0.707 , el sistema deja de presentar un maximo frecuencial en la

transferencia a lazo cerrado. Esto no debe confundirse con el sobreerror (overshoot)
que presenta el sistema en su respuesta temporal, para valores del coeficiente de
amortiguamiento comprendidos entre 0.707 y 1.

Una vez conocida la frecuencia a la cual se produce el maximo, en la respuesta
frecuencial, se puede calcular el valor de dicho maximo, reemplazando @, en la

relacion (15). De esta manera se obtiene:
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(02

‘M(jw)‘max - M(w)‘max - . y
2

{[—w§(1—2§2)+wﬂ2 +4§2w3[w3(1—252)}} 19)
o

agfi-&

En la figura 17, se muestra la variacidén del maximo de la funcidén transferencia
frecuencial, en funcion del coeficiente de amortiguamiento. En dicha figura se ha
considerado que el coeficiente de amortiguamiento, puede aumentar hasta 0.707,
porque a partir de ese valor ya no se tiene un maximo.

Fico de la funcion transferencia frecuencial vs. psi
EI:I T T T T T T

1

Mja)| =M@ =
50 (M@, e YN

a0t -

Mg
2
(]

T
l

20r .

10+ .

I:I | | | | | 1
1 0.1 n.z2 0.3 0.4 0.5 0. 0.7

Coeficiente de amortiguamiento, psi

=f(&))

Fig.17. Maximo de la funcion transferencia frecuencial vs. & (M(a))|

max

En la figura 17 se puede ver que, si el coeficiente de amortiguamiento es
5=ﬁ=0.707 , la amplitud de la salida es igual a la amplitud de la sefal de
entrada, es decir M (w)| =A, obien M(w)| _/A=1.Por debajo de ese valor del

coeficiente de amortiguamiento, la amplitud maxima de la salida, supera a la
amplitud de la entrada (A) de acuerdo a la formula (13).

Con referencia a la fase de M (jw), es decir ¢(w), la misma depende de la

frecuencia y del coeficiente de amortiguamiento, como lo indica la expresién (15). A
continuacién se transcribe la referida expresion matematica para la fase:
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ZM (jo) = $(w) = —atan [%] (20)
W —w

La relacién funcional indicada por la (20) presenta puntos singulares, como ser:

e (Cuando la frecuencia de la senal de entrada coincide con la frecuencia natural
del sistema, y el coeficiente de amortiguamiento es distinto de cero (£ #0), la

fase adquiere el valor:
250)7’[ a) (o] o
¢(w)|w=w,, z—atan(Tj=—9O , V:0<&E<1 (21)

La relacion (21), indica que la fase de la salida siempre pasa por -90%, al variar
la frecuencia de entrada entre cero e infinito (0 < w < ), y la frecuencia a la
cudl esto sucede, es la frecuencia natural del sistema (@, ).

e (Cuando el coeficiente de amortiguamiento tiende a cero, la fase de la sefal
de salida con relacion a la entrada, por debajo de la frecuencia natural es 0%, y
por encima de la frecuencia natural, la fase de la salida con relacion a la
entrada es -1802 En el limite (£ —0), la curva de fase presenta una

discontinuidad en la frecuencia o= @, .

Es de mucha utilidad practica, para el disefio de sistemas, la curva del médulo de la
funcién transferencia (‘M(ja))‘ =M (w)) por unidad de entrada (A), [M(w)/A], en
relacion a la frecuencia de la sefial de entrada al sistema, y del coeficiente de
amortiguamiento del sistema.

Para trabajar eficientemente con el grafico de modulo y fase, conviene normalizar la
frecuencia de la sefial de entrada con respecto a @, , e introducir una nueva variable

x=wm/w, .Sobre labase de esta nueva variable, se obtiene:

M (jo! o) =M (@ @,)= ! 1 (22)
- RYA
_| @ a
{1 (%) } +24(%,)
Reemplazando en la (21) porx = a)/a)n , S€ obtiene:
|M (jx)| =M (x) = ! , V:0<x<oo (23)

\/(l—xz )2 +2&x*
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Con relacion a la fase, se obtiene:

#(x) =—atan ( 12§x2 j (24)

En la figura 18, se muestra la variacion del médulo de la transferencia frecuencial,
como una funciéon de la frecuencia normalizada, y para diferentes valores del
coeficiente de amortiguamiento.

Madula de |a funcidn transferencia normalizada en relacion con &

Wi

Fig. 18. M(% ) para diferentes coeficientes de amortiguamiento.

En la figura 18, se puede ver que los picos de M (w/@,) [normalizada], disminuyen

al aumentar el coeficiente de amortiguamiento, y al mismo tiempo la frecuencia
normalizada a la que se producen los picos, disminuye al aumentar el coeficiente de
amortiguamiento.

Una forma muy u0til para analizar y disefar sistemas de control, consiste en
presentar la curva de médulo y fase de la transferencia frecuencial del sistema, en
un grafico semilogaritmico, para el médulo (escala de ordenadas lineal en dB, y
escala de abscisas logaritmica en décadas),y para la fase ( escala de ordenadas
en grados sexagesimales, abscisas idem al modulo) tal grafico se conoce como
grafico de Bode.
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En la figura 19 se muestra el grafico de Bode para el sistema bajo consideracion, en
funcion de @/, (similar a considerar @, =1).

Bode Diadgram

30

20

10

-0

Magnitude (dB)

=20

=30

-40

45

Phase (deg)
w
o

-133

-180Q
10" 10° 10
Frequency (radizec) &t .-'r-:filn

Fig. 19. Diagrama de Bode para el sistema de 2° orden subamortiguado.

En la figura 19 se puede ver claramente el comportamiento en frecuencia del
sistema de 2° orden subamortiguado, tanto en la curva de modulo (dB) como en la
curva de fase.

En el gréfico de la figura 19, se puede ver claramente, que el apartamiento de la
curva de modulo respecto de las asintotas de baja frecuencia (0 dB/dec) y alta
frecuencia (-20 dB/dec) es mayor a medida que disminuye el coeficiente de
amortiguamiento.

En el gréfico de la figura 19, se puede ver que el apartamiento de la curva de fase
respecto a la asintota (-90%dec) que pasa por -90°, es tanto mayor a medida que
disminuye el coeficiente de amortiguamiento.

Las consideraciones  precedentes permiten afirmar que, para un sistema
subamortiguado con bajo coeficiente de amortiguamiento (& < 0.5), la_aproximacion
asintdtica, presenta notables diferencias con la curva real del sistema, debido a lo
cual, se pueden cometer importantes errores si no se tiene en cuenta el coeficiente
de amortiguamiento.

En la figura 20 se muestra, como es afectado el ancho de banda del sistema , por el
coeficiente de amortiguamiento.
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Bode Diagram
a0 T T T T T 1 T 1 T T T T T T 1

MMagnitude (dB)

o ; ; R T N N B A ; ; R R
107 10" 10
Freguency (tadfsec)

BVY parad =0.7

Fig.20. Ancho de banda en relacion con el coeficiente de amortiguamiento.

Como se puede ver claramente en la figura 20, el ancho de banda del sistema
(medido con respecto a la linea de -3 dB en relaciéon con la de 0 dB) aumenta al
disminuir el coeficiente de amortiguamiento.

Conclusiones.

1) Error. Cuando se emplean aproximaciones asintéticas para sistemas de 2° orden
subamortiguados, el error que se comete aumenta notablemente al disminuir el
coeficiente de amortiguamiento. Con coeficientes de amortiguamiento comprendidos
dentro de la banda 0.5<&<1 el error que se comete, al utilizar la aproximacién

asintotica, esta dentro de los margenes tolerables por la ingenieria.

2) Ancho de banda. En la figura 20, se ve claramente como varia el ancho de banda
(BW) del sistema, en relacién con el coeficiente de amortiguamiento para sistemas
de 2° orden subamortiguados. A medida que el coeficiente de amortiguamiento
aumenta el BW disminuye, es decir la respuesta del sistema es mas lenta al
aumentar &.

3) Estabilidad relativa. Al disminuir el coeficiente de amortiguamiento la estabilidad
relativa del sistema disminuye. Esto significa que la salida del sistema aumenta en
relacion con la entrada (amplitud constante), al aproximarse a la frecuencia natural
del sistema (@, ) y a medida que disminuye el coeficiente de amortiguamiento (£ ).

Por las razones enumeradas precedentemente, y otras que no se han tratado en
este fasciculo, el proyectista de sistemas de control, trata de utilizar un valor
razonable del coeficiente de amortiguamiento, que compatibilice la mayor parte de
las exigencias del disefo, analizadas en estas paginas.(y otras propias del sistema
fisico que no se han considerado).
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VI. Efectos por el agregado de ceros. Caso del controlador PID ideal.

Muchas veces en el disefio de sistemas de control, se plantea la posibilidad de
agregar un controlador que introduzca ceros y polos en la cadena directa, a los
efectos de cumplir con las especificaciones requeridas para el sistema de control.
Consideremos la planta mostrada en la figura 21, de la cual se conoce su modelo
(en este caso la funcion transferencia) de 3° orden y tipo cero.

PLANTA
U(z) 1 ¥(z)
E+ s+ 2(s+5)

Fig.21. Planta de 3° orden tipo cero.

Considérese que, se desea disenar un sistema de control para dicha planta, tal que
cumpla las siguientes especificaciones:

My =5% : Sobreerror(overshoot)
t,<1.6 seg :Tiempo de establecimiento

e(e0)=0 : Seguimiento perfecto al escalon de referencia

Una posibilidad para resolver el problema planteado, es utilizar un controlador PID,
de manera tal que los ceros que introduce el controlador, cancelen los polos reales
de la planta, mas préximos al origen, es decir, los que estdn en s=—-1y s=-2.
Actuando de la manera indicada, los ceros del controlador PID, cancelan los polos
reales de la planta, y finalmente, queda una cadena directa con dos polos, uno en el
origen y otro en s=-5.De esta manera se tendran dos polos complejos que
“supuestamente” definen la respuesta transitoria del sistema de control, es decir fijan
(M, yt, ). Laaccion de control PID ideal, es de la forma:

de(t)

T
u(t)=K,e(t)+K, +K, j e(t)dt (25)
0

La expresion (25), se puede transformar por Laplace, y obtener la funcion
transferencia del controlador PID ideal.

K,s>+K s+K.
Uls) _ Kp+1<ds+1ql S p” i
E(s) s s
K ) (26)
K, s2+—ps+£
_ Kd Kd

S
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Para el disefio del controlador PID ideal, se utilizara la expresidon  (26).
Anteriormente se mencion6 que una posibilidad “razonable” de disefio es cancelar
los polos reales de la planta, con los ceros del controlador, es decir:

K .
(s+2)(s+1)=52+3s+2:s2+—ps+£ (27)
Kd Kd

De la igualdad, expresada por la relacién (27), se obtiene:

Kf’ (28)
i — 2
Kd

Al considerar la posibilidad de cancelacibn dada por la expresion (27), y su
consecuencia, la expresion (28), el sistema a lazo abierto queda reducido a un polo
en el origen, y un polo real en s=-5 . De esta manera al variar la ganancia, se

pueden lograr dos polos complejos a lazo cerrado que “cumplan” con el
comportamiento transitorio deseado para el sistema de control. En la figura 22 se
muestra lo dicho, con el lugar de raices en funcién de K, , como se desprende de la

expresion (26).

Lugar de Raices de Glz)=Kdiz(z+5)

T T T T T N T T T T T
e System: sys E
Gain: 13.1 '
2F Pole: -2.5 + 2 G2i ']
Crarmping; 0591 :
151 Overshoot (%) 4.97 '
Freguency (radfzec) 362 .
1 =
05| .
ho] !
ks 0
[m7] I:I B "
m 1
E i
05 - : -
AL P
A5} '
ok o
“2a ] ] ] ] ] ] ] ] i ]
]

-5 45 -4 =35 -3 25 Sl 15 -1 05
Real Axis

Fig.22. Lugar de raices del sistema de control.
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En la figura 22 se muestra el punto de sintonia del lazo, que cumple las
especificaciones de respuesta transitoria. De la figura 22, se obtiene (condicién de
méddulo) el valor de la ganancia derivativa:

K,=13.1 (29)

Sobre la base de las relaciones (28), se obtienen las ganancias proporcional e
integral.

K,=3K,=393

(30)
K, =2K, =262

Verificacion de resultados mediante Simulacion Dinamica (empleando Simulink).

A pesar que, “pareceria mas que obvia”, la obtencién de un resultado que cumpla
satisfactoriamente las especificaciones, es necesario realizar la verificacion
mencionada precedentemente (y asi deberia procederse en todo problema de
analisis y disefio de un sistema de control). En la figura 23 se muestra el diagrama
en bloques empleado para realizar la simulacion dinamica con SIMULINK.

r rit) st | o u(t)'r 1 wih PD
82417 +10
Step Contralador PLANTA Scope
FIl 1deal
L— | szimout
To Miotkspace

Fig.23. Diagrama en bloques empleado en la simulacién.

En la figura 24 se muestra la repuesta de, la salida del sistema de control, y(¢),

frente a la aplicacion de un cambio escal6n, en la referencia. Observando
detenidamente la respuesta obtenida, se puede ver que la misma no cumple las
especificaciones de respuesta transitoria. Del grafico mostrado en la figura 24, se
obtienen los valores que caracterizan la respuesta transitoria del sistema, a saber:

(31)

Los valores obtenidos (31), mediante el disefio, para el sistema de control, con el
controlador PID ideal, estan muy lejos de las especificaciones. Esto es tan asi que,
el tiempo de establecimiento obtenido es 2.7 (270%) veces superior al deseado y el
sobreerror es también 2.7 veces (270%) superior al solicitado.
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Respuesta del sistema de contral disefiadao
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Fig.24. Respuesta del sistema de control disefado.

¢Donde esta el problema?

Se analizara el problema, para establecer donde se encuentra la causa del
incumplimiento de las especificaciones. En este  momento es conveniente recordar
que, en general, se busca la respuesta por el camino menos adecuado. Asi,
frecuentemente se trata de buscar errores matematicos, errores de simulacion,
errores en los valores, y aspectos por el estilo. Casi siempre, se deja de lado el
aspecto fisico del problema de control, a pesar que el controlador y la planta son
elementos fisicos reales, caracterizados en este caso por sus modelos.

Con el fin de aproximarnos en la busqueda de las causales de no-cumplimiento de
especificaciones, recorreremos un camino que estimamos puede ser Util para buscar
respuestas a otros interrogantes similares.

a) Procedimiento de diseno.

El procedimiento de disefio es correcto, a tal punto que si se efectia una simulacién
con la idea que el controlador no esta, y solo consideramos lo que “ha quedado”
después de las cancelaciones de los ceros del controlador con los ceros de la planta
(Sistema Irreal), segun indica el diagrama en bloques de la figura 25, y se realiza la
simulacion dinamica correspondiente , se podra comprobar que este “sistema irreal”
cumple especificaciones !l
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SISTEMA IRREAL
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Fig.25. Sistema Irreal.
Si consideramos la respuesta temporal del “Sistema Irreal”, veremos que la misma

cumple con las especificaciones, segun se mencion6 precedentemente. En la figura
26 se muestra el grafico respectivo.

Hespuesta del sisterna de contral irreal
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Fig.26. Respuesta del sistema de control irreal.

El grafico de la figura 26, muestra claramente que el “sistema irreal”, cumple
especificaciones, pero este no es el sistema que hemos disefiado. De manera que la
respuesta, a nuestra pregunta, se debera buscar por el lado del sistema disefiado.

La sospecha mas fuerte, debe centrarse en el controlador PID Ideal vy su ley de
control, definida por la expresion (25). Esta ley de control tiene una parte derivativa
pura que representa un serio problema. Esto es tan asi que, al aplicar un cambio
escalén en la referencia , la parte derivativa pura del PID Ideal , genera a su salida
una sefal muy fuerte( delta de Dirac) que empuja a la salida de la planta, a tomar
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valores importantes (como tendencia), que no los alcanza cabalmente, debido al
efecto de la realimentacién negativa, que contribuye a frenar la respuesta. Pero no
puede impedir que se alcance la respuesta mostrada por la figura 24.

Esto significa que debe modificarse el controlador PID Ideal, por otro Real (asi lo
entendieron los tedricos y los fabricantes de controladores, que han dado origen a
muchas versiones de PID Real que cumplen los requisitos de las aplicaciones).

La versidbn mas simple, es agregar una constante de tiempo en la accién derivativa,
modificando la ecuacién (25), por otra como la (32).

K ;s
U(s) =K vkl fdt
E(s) U's 1+1/Ns

, Controlador PID Real (32)

Este controlador PID Real, con accién derivativa aproximada, permite corregir las
deficiencias del PID Ideal. En la figura 27 se muestra el diagrama en bloques, que se
ha utilizado para resolver el problema de control.

rit elf) t 1 wit)
(1) £ »| PID uit) > FD
SF+BEZ+1T =410
Step Contrelader PID PLANTA Scope

Real

| ¥

To WMotspace

Fig. 27. Planta con el Controlador PID real.

El parametro N, debe ajustarse mediante un simple procedimiento de prueba y error.
Con N ajustado, se obtuvo la respuesta mostrada en la figura 28.

De la figura 28 se pueden obtener el sobreerror (overshoot) y el tiempo de
establecimiento que se han logrado con el ajuste del controlador PID real. Estos
valores son:

M,=6% (1.06)
(33)
t, =1.53 seg

Los valores obtenidos (33), son aproximadamente iguales a los solicitados en las
especificaciones. Podrian haber sido iguales o mejores a las exigencias, si se
dedicaba un poco mas de tiempo en la busqueda del pardmetro N para el
controlador. A los fines aqui perseguidos, se considera que los resultados
alcanzados son suficientes.
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Respuesta de la planta con Controladar PID Real
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Fig.28. Respuesta del sistema de control con controlador PID Real.

VII. Sistemas con retardo de transporte o tiempo muerto.

En la realidad fisica muchos sistemas presentan retardo de transporte o tiempo
muerto, ya sea en el proceso(o planta) o en la medicién. Por ejemplo: el liquido de
salida de un intercambiador, cuya temperatura es necesario regular, presenta
generalmente un retardo de transporte, como indica la figura 29.

Corriente Fria (CF) oefial de Medicidn

5 al Controlador
__Brida T

Intercambiador de T

Casco ¥ Tuba Temperatura
~Brida . Corriente Caliente {CC)
Soportes ¥ >

Terreno

Fig. 29. Intercambiador de Casco y Tubo.
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En la figura 29, se puede ver que, el transmisor de temperatura de la corriente
caliente, esta montado (no se permite perforar el casco para montarlo en el
intercambiador) a una distancia L (m), respecto a la salida del intercambiador, que
es donde se entrega la energia térmica para elevar la temperatura de la corriente
caliente. Debido a ello transcurrira un tiempo 7 = L/v [seg], antes que el transmisor

detecte cualquier cambio en la temperatura de intercambio, y la valvula de control
inicie la correccién que hiciese falta. Este “retardo en la medicion”, en la “accién de
control”, en la “operacion funcional”, o en situaciones similares, se denomina: retardo
de transporte o tiempo muerto.

También hay muchas mediciones que se realizan extrayendo muestras de la
corriente de fluido y se analiza (en los conocidos analizadores) para después de un
cierto tiempo(a veces varios minutos) entregar el resultado de la medicién al
controlador y este corrija la corriente principal si hiciera falta; aqui también hay
tiempo muerto.

La mayoria de los sistemas de control de procesos, presentan este retardo de
transporte o tiempo muerto.

Un retardo de transporte ideal, se puede modelar mediante el diagrama en bloques
mostrado en la figura 30.

x(t) Retardo de y=x(t-T)
Transporte

Fig. 30. Diagrama en bloques del retardo de transporte ideal.

Dicho retardo de transporte ideal, tiene una funcion transferencia dada por:

Y(S) — e—Ts
X (s)

G(s)= (34)

El comportamiento en frecuencia del retardo de transporte se determina a partir de:

G(jw) = % =e /T (35)

El comportamiento en frecuencia de un retardo, se puede visualizar en un diagrama
de Bode, para los cual se requiere el médulo y la fase de G(jw), es decir:

G(j@)|=[e7" |=1-0aB
0 (36)

LG(jw) = Ze ' = il x 180 — en grados

T

En la figura 31 se muestra el diagrama de Bode correspondiente al retardo.
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Como se observa en la figura 31, el retardo introduce un retraso de fase que es
funcion directa de la frecuencia; de tal manera que un sistema estable sin el retardo
se puede convertir en inestable, o en el mejor de los casos presentar sobreerrores

Fig. 31. Diagrama de Bode para un retardo.

inaceptables o mantener oscilaciones sostenidas.

Para considerar este problema, tomaremos como ejemplo, una planta de segundo
orden tipo cero (con una constante de tiempo lenta y otra rapida), que corresponde a
un proceso térmico, y la analizaremos con accion proporcional , y varios valores del
retardo, que a su vez, corresponden a diferentes valores de la longitud L, y
considerando una dada velocidad del fluido en la caferia (Velocidad de disefio). En
la figura 32 se muestra el diagrama en bloques, empleado para realizar la simulacion

dinamica.

PLANTS TERMICA
B
f f
r rit) - eif) >{5 uh | 1 1 yit) =
100z+1 20+
Step kp Cte. de tiempa Cte. de tiempo
lenta rapida > ¥
Ta Makspace
Ry
Transpart
Crelay
Fig. 32. Modelo de Planta Térmica con retardo.
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En la figura 33, se muestra la respuesta del sistema a lazo cerrado para cuatro
valores del retardo T=0, 3.3, 10y 14 segundos.

Respuesta de la planta con Controlador Praporcional y retarda
1.4 T T I I I

1.2

y(t)

0.8

0.6

Salida,

0.4

0.2

a 50 100 150 200 250 300
Tiernpao, seq

Fig. 33. Respuesta dinamica de la planta térmica para diferentes retardos.

Respuesta de la planta con Contralador Proparcional y retardo

yit)

Salida,

4
a 100 200 300 400 500 E00 700 800
Tiempo, seq

Fig.34: Planta térmica con retardos que la hacen oscilatoria arménica e inestable.
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Conclusion.

La figura 33 muestra claramente que el retardo de transporte o tiempo muerto
disminuye la estabilidad relativa de un sistema de control, y esta disminucién, es
tanto mayor cuanto mayor sea el retardo. Ademas se puede ver que la ganancia
necesaria para lograr un comportamiento satisfactorio, debe disminuirse ante la
presencia de retardo, y esta disminucién de ganancia sera tanto mayor cuanto mas
grande sea el retardo. Si en la figura 34, se consideran retardos mas grandes que

los indicados en la fiﬁura 33, i el sistema se vuelve oscilatorio arménico o inestable.

VII. Aproximacion de PADE para un retardo de transporte.

El retardo de transporte se puede aproximar por una funcién transferencia, en la
forma de cociente de polinomios. Esto es muy Uutil cuando se desea obtener
diagramas frecuenciales o lugar de raices para analizar o disefar sistemas sobre la
base de dichos métodos.

Dependiendo del valor del retardo en relacién con la constante de tiempo, se
pueden obtener diferentes aproximaciones.

1) T < menor constante de tiempo del sistema

Para este caso se pueden emplear las siguientes aproximaciones al retardo de
transporte.

e =1-Ts
a1 (37)

1+ Ts

e_TS - 2 — TS

2+4Ts

Cualquiera de las relaciones (37), puede ser 0til para analizar sistemas con retardo,
que cumplan con la premisa indicada precedentemente.

2) Aproximacién de PADE, mediante MATLAB.

Para analizar el tiempo muerto o retardo de transporte, MATLAB utiliza una
aproximacion de PADE, en la forma de cociente de polinomios. Partiendo del
conocimiento del tiempo muerto, T, se utilizan las instrucciones de MATLAB que se
indican a continuacion.

> [n,d]=pade(T,v);

> rintsys(n,d,’s’) (38)
num/den=
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Donde :
T= Retardo de transporte en seg.
v= Orden de la funcién transferencia de aproximacion.

Ejemplos: Aproximacién de PADE, de 1°, 22 y 32 orden utilizando MATLAB.

>» [n,d]=pade(l0, 1l);
>» printsysin,d,'s')

mum/den =

=+ 0.2
>» [n,d]=pade(l0, 2);
>» printsysin,d,'s')

mum/den =

2 - 0.6 3 + 0.12

2 + 0.6 3 + 0.12
>» [n,d]=pade(l0,3);
>» printsysin,d,'s')

mum/den =
-1 =3 4+ 1.2 52 - 0.6 2 + 0.12

33 + 1.2 52 + 0.6 3 + 0.12
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