
Gu��a de ondas rectangular

1.- Introducci�on General

Se trata de resolver las ecuaciones de Maxwell en un medio is�otropo y ho-

mog�eneo libre de cargas y de corrientes, con conductividad nula, sin p�erdidas

�ohmicas y cuyas constantes son: � y �. Est�a limitado por 4 super�cies con-

ductoras de muy alta conductividad (� !1) separadas por distancias a y b

en las coordenadas cartesianas x e y respectivamente. Asumimos que dichas

super�cies tienen longitud in�nita en la direcci�on z.

Suponemos que los campos var��an con el tiempo en r�egimen senoidal per-

manente (recordar que entonces @
@t
= j! ). Supondremos que la propagaci�on

es en la direcci�on z positiva y asumiremos para los campos una variaci�on con

z de la forma e�
z (y por lo tanto @
@z

= �
).

Teniendo en cuenta que el medio es is�otropo y homog�eneo y que los cam-

pos var��an en el tiempo en r�egimen senoidal permanente, las ecuaciones de

Maxwell con rotor desarrolladas adoptan la forma:

@Ez
@y
� @Ey

@z
= ��j!Hx (1),

@Hz

@y
� @Hy

@z
= �j!Ex (4),

@Ex
@z
� @Ez

@x
= ��j!Hy (2),

@Hx

@z
� @Hz

@x
= �j!Ey (5),

@Ey
@x
� @Ex

@y
= ��j!Hz (3),

@Hy

@x
� @Hx

@y
= �j!Ez (6),

Teniendo en cuenta la variaci�on de los campos con la coordenada z, pode-

mos reemplazar las derivadas parciales con respecto a z en las ecuaciones

anteriores, con lo que las ecuaciones 1, 2, 4, y 5 quedan asi:

@Ez
@y

+ 
Ey = �j�!Hx (1'), @Hz

@y
+ 
Hy = j�!Ex (4'),


Ex +
@Ez
@x

= j�!Hy (2'), �
Hx � @Hz

@x
= j�!Ey (5'),
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Ahora se trata de obtener expresiones para las componentes de los campos

Ex, Ey, Hx y Hy en funci�on de Ez y Hz o sus derivadas parciales, por lo tanto

pueden combinarse las ecuaciones (1') y (5') para obtener las dos primeras

f�ormulas operando de la siguiente manera. Despejamos Ey de la ecuaci�on (1')

Ey = � j�!



Hx � 1



@Ez
@y

(7),

y la reemplazamos en la ecuaci�on (5') que queda:

�
Hx � @Hz

@x
= j�![� 1



@Ez
@y
� j�!



Hx] =

��!2



Hx � j"!



@Ez
@y

,

Pasando el t�ermino que contiene Hx al primer miembro, sacando factor

com�un (multiplicando previamente por -
) y el t�ermino @Hz

@x
al miembro de

la derecha, podemos despejar Hx quedando:

Hx =
j�!

h2
@Ez
@y
� 


h2
@Hz

@x
,

Donde hemos llamado h
2 = 


2 + ��!
2.

Ahora reemplazamos la expresi�on de Hx en la ecuaci�on (7) para obtener

Ey,

Ey =
�j�!



[� 


h2
@Hz

@x
+ j�!

h2
@Ez
@y

]� 1


@Ez
@y

= j�!

h2
@Hz

@x
+ [��!

2


h2
� 1



]@Ez
@y

Operando en la expresi�on entre corchetes �nalmente se obtiene:

Ey =
j�!

h2
@Hz

@x
� 


h2
@Ez
@y

.

Para hallar las componentes restantes se opera de forma similar pero con

las ecuaciones (2') y (4'). De la ecuaci�on (4') despejamos Hy para obtener la

ecuaci�on:

Hy =
j�!



Ex � 1



@Hz

@y
(8),

que reemplaz�andola en la ecuaci�on (2') �esta queda:
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Ex +
@Ez
@x

= j�![� 1


@Hz

@y
+ j�!



Ex] = ���!2



Ex � j�!



@Hz

@y
,

Pasando el t�ermino que contiene Ex al primer miembro, sacando factor

com�un (multiplicando previamente por 
) y el t�ermino @Ez
@x

al miembro de la

derecha podemos despejar Ex quedando:

Ex = � j�!

h2
@Hz

@y
� 


h2
@Ez
@x

,

De nuevo hemos llamado h
2 = 


2 + ��!
2.

Ahora reemplazamos la expresi�on de Ex en la ecuaci�on (8) para obtener

Hy,

Hy =
j�!



[� 


h2
@Ez
@x
� j�!

h2
@Hz

@y
]� 1



@Hz

@y
= � j�!

h2
@Ez
@x

+ [��!
2


h2
� 1



]@Ez
@y

Operando en la expresi�on entre corchetes �nalmente se obtiene:

Hy = � j�!

h2
@Ez
@x
� 


h2
@Hz

@y
.

En resumen, hemos logrado escribir las componentes Ex, Ey, Hx y Hy en

funci�on de las derivadas parciales de Ez y Hz respecto de x y de y, que por

completitud las volvemos a escribir aca:

Ex = � j�!

h2
@Hz

@y
� 


h2
@Ez
@x

, Ey =
j�!

h2
@Hz

@x
� 


h2
@Ez
@y

,

Hx =
j�!

h2
@Ez
@y
� 


h2
@Hz

@x
, Hy = � j�!

h2
@Ez
@x
� 


h2
@Hz

@y
.
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2.- Ondas gu��adas entre planos paralelos

A partir de las ecuaciones anteriores se puede resolver un problema m�as

simple donde se pueden �jar las ideas m�as importantes concernientes a este

tema: Supongamos que tenemos dos planos paralelos in�nitamente anchos

(en la direcci�on y, es decir b ! 1). En ese caso hay simetr��a en el eje y y

por lo tanto la soluci�on no puede depender de la variable y de manera que
@
@y

= 0. En ese caso las ecuaciones de las componentes de los campos se

reducen apreciablemente y son m�as f�aciles de resolver, quedando:

Ex = � 


h2
@Ez
@x

, Ey =
j�!

h2
@Hz

@x
,

Hx = � 


h2
@Hz

@x
, Hy = � j�!

h2
@Ez
@x

.

Aclararemos ahora el porque de la obtenci�on de las ecuaciones de las com-

ponentes de los campos en funci�on de las componentes Ez y Hz.

2.A CAMPOS TRANSVERSALES ELECTRICOS

Si hacemos Ez = 0, el campo el�ectrico no tendr�a componente en la di-

recci�on de propagaci�on, ser�a enteramente TRANSVERSAL, es decir tendr�a

�unicamente componentes en direcciones perpendiculares a la direcci�on de

propagaci�on. No podemos hacer simult�anemanete Hz = 0 porque entonces,

todas las componentes se anulan y esa soluci�on (trivial) no sirve. Asi que si

hacemos Ez = 0 en las ecuaciones anteriores se tiene:

Ex = 0, Ey =
j�!

h2
@Hz

@x
(9),

Hx = � 


h2
@Hz

@x
(10), Hy = 0.

Por lo tanto si podemos hallar una soluci�on para Hz (o para alguna de las

componentes anteriores Ey o Hx) tenemos resuelto el problema. Conviene

obtener la soluci�on para Ey porque es m�as f�acil aplicarle las condiciones de

contorno y luego hallar Hz y Hx. Para hallar una soluci�on de Ey uso la

ecuaci�on de ondas que como ya sabemos vale para cualquier componente de

campo el�ectrico o magn�etico:
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@2Ey
@x2

+
@2Ey
@y2

+
@2Ey
@z2

+ ��!
2
Ey = 0,

teniendo en cuenta que @
@y

= 0 y que @2

@z2
= 


2, la ecuaci�on de ondas queda:

@2Ey
@x2

+ 

2
Ey + ��!

2
Ey =

@2Ey
@x2

+ h
2
Ey = 0,

cuyas soluciones (se puede demostrar que son soluciones, simplemente reem-

plazando en la ecuaci�on de ondas) son:

Ey = C1sen(hx) + C2cos(hx),

Las constantes C1, C2 y h se obtienen al aplicar las condiciones de con-

torno, y como Ey es tangencial sobre la super�cie de los dos planos (recordar

que son conductores perfectos) debe anularse y por lo tanto esas condiciones

se pueden expresar matem�aticamente asi:

Ey(x = 0) = C1sen(h0) + C2cos(h0) = C2 = 0, (plano inferior)

Ey(x = a) = C1sen(ha) = 0 (plano superior),

de la segunda ecuaci�on se deduce que:

ha = m� ! h = m�
a
, siendo m=1,2,3,....(entero positivo),

por lo tanto la componente Ey es:

Ey = C1sen(
m�
a
x)ej!t�
z,

que reemplazada en las ecuaci�on (9) permite hallar Hz simplemente pasando

al miembro de la derecha el factor j�!

h2
e integrando:

Hz =
h2

j�!

R
Eydx = h2

j�!

R
C1sen(

m�
a
x)ej!t�
zdx =

C1
�j(m�)2

a2�!

(�cos(m�

a
x)

m�

a

e
j!t�
z,
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donde hemos escrito expl��citamente el valor de h. Simpli�cando y reagru-

pando, �nalmente la expresi�on para Hz es:

Hz =
jm�

a�!
C1cos(

m�
a
x)ej!t�
z.

Derivando respecto de x esta expresi�on, y teniendo en cuenta la ecuaci�on

(10) obtenemos Hx:

Hx =
j


�!
C1sen(

m�
a
x)ej!t�
z.

Al obtener la estructura de los campos hemos determinado h y por lo

tanto podemos hallar 
 que es el factor que determina las caracter��sticas de

la propagaci�on.

h
2 = (m�

a
)2 = ��!

2 + 

2,

y luego:


 =
q
(m�

a
)2 � ��!2.

Si analizamos el exponente de las componenetes de los campos ejwt�
z

vemos que para que HAYA PROPAGACION 
 = � + j� debe ser un com-

plejo imaginario puro ( � = 0), para que de esa forma al reemplazar en el

exponente quede ej(!t��z). De lo contrario si fuera un n�umero real (� = 0)

no tendr��amos propagaci�on SOLO ATENUACION ya que el exponente ser��a

e
��z

e
jwt. Por lo tanto NO TODOS LOS VALORES DE m HACEN QUE

SEA POSIBLE LA PROPAGACION, dado que �jadas las constantes del

medio, la distancia a entre los planos conductores y la frecuencia, es el valor

de m el que determina si 
 es real o imaginario.

Si exigimos que 
 se anule se obtiene una expresi�on que permite determi-

nar la denominada frecuencia de corte ( !c = 2�fc) (justamente la frecuencia

que anula 
):


 = 0 =) (m�
a
)2 = ��!

2
c ,
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y por lo tanto fcm = m
2a
p
��
.

Para cada valor dem hay un MODO de PROPAGACION, y en particular

en este caso (tansverso el�ectrico) se denominan MODOS TRANSVERSALES

ELECTRICOS TEm. Claramente NO todos los modos van a propagar a una

cierta frecuencia, sino que por el contrario, con las caracter��sticas del medio

y la frecuencia que se desea propagar se determina la geometr��a (es decir el

valor de a) para que un modo (o modos) propaguen a esa frecuencia. Es

sencillo ver que para que haya propagaci�on la frecuencia de transmisi�on debe

ser mayor que la frecuencia de corte (f > fcm) de modo que en ese caso el

factor de propagaci�on 
 es imaginario puro (
 = j�) y por lo tanto:

� =
q
��!2 � (m�

a
)2.

Supongamos ahora que en general los campos propagan a la frecuencia f

(o sea 
 = j�), �nalmente entonces la estructura de los mismos (la soluci�on

del problema) ser�a:

MODOS TEm

Ey = C1sen(
m�
a
x)ej(!t��z),

Hz =
jm�

a�!
C1cos(

m�
a
x)ej(!t��z),

Hx = � �

�!
C1sen(

m�
a
x)ej(!t��z).
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2.-B CAMPOS TRANSVERSALES MAGNETICOS

Para determinar la estructura de los campos electromagn�eticos de los

modos transverso magn�eticos, solamente tenemos que hacer Hz = 0 en el

conjunto de 4 ecuaciones al principio de la p�agina 4 (ver 2.-Ondas .....). En

ese caso estas ecuaciones quedan:

Ex = � 


h2
@Ez
@x

, (11) Ey = 0,

Hx = 0, Hy = � j�!

h2
@Ez
@x

(12) .

Como antes, si podemos determinar alguna de estas tres componentes el

problema estar�a resuelto. Si bien Ez es tangencial en ambas caras y podr��a

usarse para la soluci�on del problema, preferimos obtener primero Hy a partir

de la ecuaci�on de ondas, luego obtener Ez y aplicarle a esta componente las

condiciones de contorno. La ecuaci�on de ondas para Hy (teniendo en cuenta

las mismas restricciones respecto de las derivadas respecto de z y de y) es:

@2Hy

@x2
+ 


2 + ��!
2
Hy =

@2Hy

@x2
+ h

2
Hy = 0,

cuya soluci�on es (como antes):

Hy = C3sen(hx) + C4cos(hx),

ahora obtenemos la componente Ez a partir de la ecuaci�on (12), que queda:

Ez =
jh2

�!

R
Hydx = jh2

�!

R
[C3sen(hx) + C4cos(hx)]dx =

= jh2

�!
[�C3

h
cos(hx) + C4

h
sen(hx)] = jh

�!
[C4sen(hx)� C3cos(hx)];

la aplicaci�on de las condiciones de contorno nos da:

Ez(x = 0) = jh

�!
[C4sen(h0) + C3cos(h0)] = 0 = C3

jh

�!
, (plano inferior)

la �unica constante que puede ser nula es C3 por lo tanto la soluci�on parcial-

mente es:
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Ez =
jh

�!
C4sen(hx),

la aplicaci�on de la segunda condici�on de contorno nos da:

Ez(x = a) = jh

�!
C4sen(ha) = 0 (plano superior)

que igual que antes determina que h = m�
a
, con m=0,1,2,3,.....(entero posi-

tivo o 0)

por lo que la soluci�on para Ez es:

Ez =
jm�

a�!
C4sen(

m�
a
x)e(j!t�
z).

Determinar ahora Hy es trivial, dado que s�olo tenemos que reemplazar el

valor de h y poner la constante C4, entonces:

Hy = C4cos(
m�
a
x).

Para determinar Ex recurrimos a la ecuaci�on (11):

Ex =
�

h2

@Ez
@x

= [ �

(m�

a
)2
] jm�

a�!
(m�

a
)C4cos(

m�
a
x)e(j!t�
z),

simpli�cando y agrupando convenientemente las constantes �nalmente queda:

Ex =
�j

�!
C4cos(

m�
a
x)e(j!t�
z).

Si suponemos como antes que hay propagaci�on (es decir los valores de m

son tales que 
 = j�) �nalmente los campos adquieren la forma siguiente:

Ex =
�

�!
C4cos(

m�
a
x)ej(!t��z),

Ez =
jm�

a�!
C4sen(

m�
a
x)ej(!t��z),

Hy = C4cos(
m�
a
x)ej(!t��z) .

2.-C CAMPOS TRANSVERSO ELECTROMAGNETICOS
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Una cuesti�on que no discutimos hasta ahora es el hecho de que cuando

calculamos h, tanto en el modo TM dejamos expl��citamente m = 0 como un

posible valor de m. Puede verse que si reemplazamos m = 0 en las expre-

siones de los campos TE, todas las componentes se anulan. No es este el

caso para los modos TM dado que s�olo se anula la componente Ez y por eso,

ese modo particular TMm=0 se denomina transverso electromagn�etico TEM

dado que no s�olo Hz es nula sino tambi�en Ez y por lo tanto el campo es

enteramente transversal. Sin embargo este modo ya lo conocemos pues rep-

resenta las ondas planas en un medio ilimitado sin p�erdidas. Pero adem�as

este modo rati�ca la posibilidad de propagarlo en l��neas de transmisi�on (de

hecho, en el l��mite, dos planos paralelos de ancho in�nito pueden constituir

una l��nea microtiras por ejemplo). Veamos la estructura de los campos para

este modo TEM (m = 0) :

Ex =
�

�!
C4e

j(!t��z), Hy = C4e
j(!t��z).

En particular si hacemos el cociente entre las amplitudes del campo

el�ectrico al campo magn�etico se tiene:

Ex
Hy

=
C4

�

�!

C4

=
q

�

�
,

que es la impedancia intr��nseca para una onda plana que se propaga en un

medio sin p�erdidas. Para deducir la expresi�on anterior, tambi�en tuvimos en

cuenta que si m = 0 la constante de propagaci�on 
 = �+ j� tiene � = !
p
��

como se puede ver a continuaci�on:


 =
q
(m�

a
)2 � ��!2 =

p
���!2 = j!

p
�� = j�
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2.-D CAMPOS TRANSVERSO MAGNETICO Y TRANSVERSO ELECTRICO

EN GUIAONDAS

Ahora intentaremos resolver el problema general de hallar la estructura

de los campos electromagn�eticos en gu��a ondas rectangulares (o cuadradas

como caso particular). Para eso volvemos a escribir las ecuaciones deducidas

al �nal de la p�agina 3 (ver 1.- Introducci�on).

Ex = � j�!

h2
@Hz

@y
� 


h2
@Ez
@x

, Ey =
j�!

h2
@Hz

@x
� 


h2
@Ez
@y

,

Hx =
j�!

h2
@Ez
@y
� 


h2
@Hz

@x
, Hy = � j�!

h2
@Ez
@x
� 


h2
@Hz

@y
.

2-D1 Modos Transversales Magn�eticos (TMm;n)

Comenzamos por calcular la estructura de los campos electromagn�eticos

para el modo TM(Hz = 0) s�olo por conveniencia. En l��neas generales se

siguen los mismos procedimientos y pasos que en el caso de ondas gu��adas

entre planos paralelos, excepto que las expresiones son un poco m�as compli-

cadas, porque hay dependencia en y lo que conlleva a que para resolver la

ecuaci�on de ondas haya que hacer una doble integraci�on y para calcular las

constantes hace falta aplicar 4 condiciones de contorno y por eso aparecer�an

modos asociados con el entero n (ver arriba en el t��tulo).

Comenzamos por hacer Hz = 0 en las ecuaciones anteriores, que quedan:

Ex = � 


h2
@Ez
@x

, (13) Ey = � 


h2
@Ez
@y

, (14)

Hx =
j�!

h2
@Ez
@y

, (15) Hy = � j�!

h2
@Ez
@x

(16).

Notemos ahora que las soluciones de los campos ser�an funciones que de-

pender�an de las cuatro variables: x; y; z; y t, por lo tanto escribamos por

ejemplo la componente Ez.

Ez = X(x)Y (y)ej!te�
z,

donde es importante observar lo siguiente:
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@Ez
@x

= @X
@x
Y (y)ej!te�
z @2Ez

@x2
= @2X

@x2
Y (y)ej!te�
z

@Ez
@y

= @Y
@y
X(x)ej!te�
z @2Ez

@y2
= @2Y

@y2
X(x)ej!te�
z,

con lo cual, cuando reemplazamos Ez en la ecuaci�on de ondas, �esta queda asi:

@2Ez
@x2

+ @2Ez
@y2

+ @2Ez
@z2

+ ��!
2
Ez = 0 =

@2X
@x2

Y (y)ej!te�
z+@2Y
@y2

X(x)ej!te�
z+
2X(x)Y (y)ej!te�
z+��!2
X(x)Y (y)ej!te�
z,

llamando h
2 = 


2 + ��!
2 (y) y simpli�cando los t�erminos expo-

nenciales (que nunca pueden valer cero) se obtiene una versi�on simpli�cada

para la ecuaci�on de ondas:

@2X
@x2

Y (y) + @2Y
@y2

X(x) + h
2
X(x)Y (y) = 0

si dividimos cada miembro por X(x)Y (y), que nunca pueden ser cero indi-

vidualmente se tiene:

@
2
X

@x2

X(x)
+

@
2
Y

@y2

Y (y)
+ h

2 = 0, o bien
@
2
X

@x2

X(x)
+ h

2 = �
@
2
Y

@y2

Y (y)

De esa manera en el miembro de la izquierda tenemos la variaci�on con x y

en el de la derecha la variaci�on con y, por lo tanto, supongamos que x adopta

un valor determinado (digamos x = 1), el miembro de la izquierda (despu�es

de reemplazar x = 1 en la funci�on X(x) (no importa que no la conozcamos),

en @2X
@x2

, hacer el cociente y sumarle h2, tomar�a un valor perfectamente deter-

minado (digamos 3.45), por lo tanto el miembro de la derecha PARA TODO

VALOR de y DEBE VALER 3.45 y asi el miembro de la derecha tiene que

ser IGUAL A UNA CONSTANTE (digamos 3.45). De la misma manera

podemos invertir el argumento y suponer ahora que y adopta un valor de-

terminado (digamos y = �3) si lo reemplazamos en @2Y
@y2

(no importa que no

la conozcamos) y en Y (y) y hacemos el cociente, el miembro de la derecha

tomar�a un valor perfectamente determinado (digamos 23,89), y por lo tanto

entonces el miembro de la izquierda PARA TODO VALOR DE x DEBE

SER UNA CONSTANTE (digamos 23.89). En de�nitiva podemos escribir:
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@
2
X

@x2

X(x)
+ h

2 = A
2 = �

@
2
Y

@y2

Y (y)
, llamando

@
2
X

@x2

X(x)
= �B2 (*),

y teniendo en cuenta que
@
2
Y

@y2

Y (y)
= �A2 (**),

est�a claro que �B2 + h
2 = A

2 =) h
2 = A

2 +B
2.

A partir de la ecuaci�on (*) pasando X(x) al otro miembro y luego el t�ermino

�B2
X(x) al primer miembro obtenemos la ecuaci�on de ondas para X(x):

@2

@x2
X(x) +B

2
X(x) = 0,

de la cual una soluci�on es:

X(x) = C1sen(Bx)+C2cos(Bx) si se cumple que �B2+h2 = A
2 = cte:

lo cual puede comprobarse reemplazando la soluci�on directamente en la

ecuaci�on de ondas. La soluci�on para la ecuaci�on de ondas de Y (y) (que

se obtiene de (**) operando de forma totalmente similar con A
2 e Y (y) a

como se hizo con B
2 y X(x)), que tambi�en puede comprobarse por reem-

plazo directo en la ecuaci�on de ondas para Y (y), es de la forma:

Y (y) = C3sen(Ay) + C4cos(Ay) si se cumple que A
2 +B

2 = h
2,

con lo cual la soluci�on para Ez es:

Ez = [C1sen(Bx) + C2cos(Bx)][C3sen(Ay) + C4cos(Ay)]e
�
z

e
j!t,

con la condici�on adicional A2 +B
2 = h

2.

Ahora simplemente es cuesti�on de aplicar las condiciones de contorno

para hallar los valores de las constantes Ci (con i = 1; 2; 3; 4) y h. Como Ez

es tangencial en todas las caras de la gu��a debe ser nula en todas ellas lo que

matem�aticamente se expresa asi:

Ez(x = 0; y) = 0 = C2[C3sen(Ay) + C4cos(Ay)]e
�
z

e
j!t que se veri�ca

haciendo C2 = 0,
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Ez(x = a; y) = 0 = C1sen(Ba)[C3sen(Ay) + C4cos(Ay)]e
�
z

e
j!t = 0 que

se veri�ca si Ba = m� y por lo tanto B = m�
a
, n = 1; 2; 3; ::: (entero positivo)

ahora las condiciones de contorno en los dos planos restantes son:

Ez(x; y = 0) = 0 = C1sen(
m�
a
x)C4e

�
z
ej!t y por lo tanto tomando

C4 = 0 se veri�ca,

�nalmente la �ultima condici�on de contorno es:

Ez(x; y = b) = 0 = C1sen(
m�
a
x)C3sen(Ab)e

�
z
e
j!t que se veri�ca si

Ab = n�, n = 1; 2; 3:::

y por lo tanto:

A = n�
b

y entonces h
2 = A

2 +B
2 = (n�

b
)2 + (m�

a
)2.

Finalmente la soluci�on buscada para la componente Ez es:

Ez = C1C3sen(
m�
a
x)sen(n�

b
x)e�
zej!t

h =
q
(m�

a
)2 + (n�

b
)2, m = 1; 2; 3; :::; n = 1; 2; 3; :::, enteros posi-

tivos.

Para hallar las restantes componentes s�olo debemos derivar Ez respecto

de x y/o de y, reemplaar en las ecuaciones (13), (14), (15), y (16) y reagru-

par algunos t�erminos, adem�as de llamar a los productos de constantes como

otra constante (por ejemplo C1C3 = C). Antes de obtener las expresiones

de�nitivas de las componentes de los campos conviene discutir la expresi�on

de h y la obtenci�on de la constatne de propagaci�on 
.

dado que h =
q
(m�

a
)2 + (n�

b
)2, m = 1; 2; 3; :::; n = 1; 2; 3; :::

teniendo en cuanta la expresi�on y se obtiene:
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 =
q
(m�

a
)2 + (n�

b
)2 � ��!2.

Ac�a valen las mismas consideraciones que hicimos en la p�agina 7, donde

discutimos la posibilidad para que 
 = � + j� sea real o imaginario

puro, con la �unica diferencia que tenemos 2 conjuntos de n�umeros enteros, los

"m" y los "n", pero la argumentaci�on no cambia en absoluto, o sea, para que

haya propagaci�on 
 debe ser imaginario puro. Si 
 es real no hay propagaci�on

y s�olo tendremos atenuaci�on de los campos. El caso particular 
 = 0 simple-

mente genera una expresi�on diferente para la frecuencia de corte (que es un

poco m�as complicada y generalmente m�as dif��cil de tratar matem�aticamante):

fcm;n
=

p
(m�

a
)2+(m�

b
)2

2�
p
��

.

Finalmente y asumiendo propagaci�on a una frecuencia mayor que la fre-

cuencia de corte (! > !c) y que por lo tanto 
 = j� las expresiones de los

campos para el modo TMm;n son:

Ex = � 


h2
@Ez
@x

= � j�

h2
[m�
a
]Ccos(m�

a
x)sen(n�

b
y)ej(!t��z),

Ey = � 


h2
@Ez
@y

= � j�

h2
[n�
b
]Csen(m�

a
x)cos(n�

b
y)ej(!t��z),

Hx =
j�!

h2
@Ez
@y

= j�!

h2
[n�
b
]Csen(m�

a
x)cos(n�

b
y)ej(!t��z),

Hy = � j�!

h2
@Ez
@x

= � j�!

h2
[m�
a
]Ccos(m�

a
x)sen(n�

b
y)ej(!t��z),

h =
q
(m�

a
)2 + (n�

b
)2 � =

q
��!2 � (m�

a
)2 � (n�

b
)2.

2-D2 Modos Transversos El�ectricos

Comenzamos por hacer Ez = 0 en las ecuaciones que �guran al principio

de la p�agina 11. Al reemplazar Ez = 0 quedan asi:
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Ex = � j�!

h2
@Hz

@y
, (17) Ey =

j�!

h2
@Hz

@x
, (18)

Hx = � 


h2
@Hz

@x
, (19) Hy = � 


h2
@Hz

@y
(20).

Ac�a conviene tratar de hallar una soluci�on para Hz (dado que como se

deduce de la ecuaci�on de ondas, �esta ser�a similar (pero no igual) a la ecuaci�on

de ondas para Ez (suponiendo la misma dependencia funcional para Hz que

para Ez). Por otra parte como Hz es una componente de campo magn�etico

tangencial en las 4 super�cies conductoras de la gu��a NO es adecuada para

aplicarle las condiciones de contorno. Obtenida la componente Hz, se cal-

culan luego las componentes Ex y Ey a las cuales SI se le pueden aplicar

las condiciones de contorno. Como son componentes tangenciales de campo

el�ectrico, en las adecuadas super�cies de la gu��a deben anularse. Planteemos

el tipo de dependencia funcional para Hz,

Hz = X(x)Y (y)ej!te�
z,

igual que antes (para el caso TMm;n lo hicimos para Ez) observar lo siguiente:

@Hz

@x
= @X

@x
Y (y)ej!te�
z @2Hz

@x2
= @2X

@x2
Y (y)ej!te�
z

@Hz

@y
= @Y

@y
X(x)ej!te�
z @2Hz

@y2
= @2Y

@y2
X(x)ej!te�
z,

con lo cual cuando reemplazamos Hz en la ecuaci�on de ondas, �esta queda asi

(id�entico al caso TM):

@2Hz

@x2
+ @2Hz

@y2
+ @2Hz

@z2
+ ��!

2
Hz = 0 =.

Desde aca se siguen exactamente los mismos pasos que para el caso TM

@2X
@x2

Y (y)ej!te�
z+@2Y
@y2

X(x)ej!te�
z+
2X(x)Y (y)ej!te�
z+��!2
X(x)Y (y)ej!te�
z,

llamando h
2 = 


2 + ��!
2 (y) y simpli�cando los t�erminos expo-

nenciales (que nunca pueden valer cero) se obtiene una versi�on simpli�cada

para la ecuaci�on de ondas:

16



@2X
@x2

Y (y) + @2Y
@y2

X(x) + h
2
X(x)Y (y) = 0

si dividimos cada miembro por X(x)Y (y) que nunca pueden ser cero indi-

vidualmente se tiene:

@
2
X

@x2

X(x)
+

@
2
Y

@y2

Y (y)
+ h

2 = 0, o bien
@
2
X

@x2

X(x)
+ h

2 = �
@
2
Y

@y2

Y (y)
.

Aca se puede hacer exactamente la misma discusi�on que hicimos en el

p�arrafo �nal de la p�agina 12, y en consecuencia se plantean las mismas

condiciones (como hicimos en el caso TMm;n), es decir ambos miembros de

la ecuaci�on anterior son iguales a una constante. Trabajando de la misma

forma etonces es f�acil deducir que (excepto por las constantes) la soluci�on

para la dependencia con x de Hz es:

X(x) = D1sen(Bx) +D2cos(Bx)

lo cual puede comprobarse reemplazando la soluci�on directamente en la

ecuaci�on de ondas. La soluci�on para la ecuaci�on de ondas de Y (y), que

tambi�en puede comprobarse por reemplazo directo en la ecuaci�on de ondas,

es de la forma:

Y (y) = D3sen(Ay) +D4cos(Ay) si se cumple que A
2 +B

2 = h
2,

con lo cual la soluci�on para Hz es:

Hz = [D1sen(Bx) +D2cos(Bx)][D3sen(Ay) +D4cos(Ay)]e
�
z

e
j!t,

con la condici�on adicional A2 +B
2 = h

2.

Ahora se aplican las condiciones de contorno para hallar los valores de

las constantes Di (con i = 1; 2; 3; 4) y h, pero primero debemos hallar las

componente Ex y Ey, dado que NINGUNA de las dos es tangencial en las 4

super�cies. Para hacerlo solamente hace falta derivar Hz respecto de x y de

y volviendo a las ecuaciones (17) y (18) respectivmante se tiene:

Ex = � j�!

h2
@Hz

@y
= � j�!

h2
A[(D1sen(Bx)+D2cos(Bx)][D3cos(Ay)�D4sen(Ay)],
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Ey = � j�!

h2
@Hz

@x
= � j�!

h2
B[(D1cos(Bx)�D2sen(Bx)][D3sen(Ay)+D4sen(Ay)],

y ahora le aplico las condiciones de contorno a Ex que es tangencial sola-

mente en las super�cies y = 0 e y = b para todo valor de x,

Ex(x; y = 0) = 0 = � j�!

h2
A[(D1sen(Bx) +D2cos(Bx)][D3] que se veri-

�ca haciendo D3 = 0,

Ex(x; y = b) = 0 = j�!

h2
A[(D1sen(Bx) + D2cos(Bx)][D4sen(Ab)] que

se veri�ca tomando A = n�
b

n = 1; 2; 3:::, entero positivo

aplicando condiciones de contorno a Ey que es tangencial solamente en las

super�cies x = 0 y x = a para todo y,

Ey(x = 0; y) = 0 = � j�!

h2
[n�
b
]D1[D4cos(

n�
b
y)]e�
zej!t que se veri�ca ha-

ciendo D1 = 0,

Ey(x = a; y) = 0 = j�!

h2
[n�
b
](�D2)sen(Ba)D4cos(

n�
b
y)]e�
zej!t = 0 que

se veri�ca si Ba = m� y por lo tanto B = m�
a
, m = 1; 2; 3; ::: (entero positivo)

reemplazando las constantes en Hz y llamando D2D4 = D:

Hz = Dcos(m�
a
x)cos(n�

b
y)]e�
zej!t,

para obtener las dem�as componentes debemos derivar la expresi�on anterior

de Hz y respecto de y para obtener Ex y Hy , respecto de x para obtener Ey

y Hx y multiplicar por las constantes adecuadas en las ecuaciones (17), (18),

(19) y (20). quedando �nalmente:

Ex =
j�!

h2
(n�
b
)D[cos(m�

a
x)sen(n�

b
y)]ej(!t��z),

Ey = � j�!

h2
(m�

a
)D[sen(m�

a
x)cos(n�

b
y)ej(!t��z)],

Hx =
j�

h2
D(m�

a
)[sen(m�

a
x)cos(n�

b
y)]ej(!t��z),
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Hy =
j�

h2
D(n�

b
)[cos(m�

a
x)sen(n�

b
y)]ej(!t��z);

Hz = Dcos(m�
a
x)cos(n�

b
y)]ej(!t��z),

h =
q
(n�
b
)2 + (m�

a
)2 � =

q
��!2 � (m�

a
)2 � (n�

b
)2.

Obs�ervese que hemos reemplazado 
 = j� asumiendo que hay propa-

gaci�on y hemos agregado la expresi�on completa para Hz
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